sistemi lineari

Sistemi Lineari

Un sistema si dice lineare se la funzione di stato ( e la funzione di uscita ( sono esprimibili in ogni istante come combinazione lineare dello stato e dell’ingresso; indicati con A(t), B(t), C(t), D(t) i coefficienti della combinazione lineare un sistema lineare è rappresentato dalle seguenti equazioni:

((t,x(t),u(t))=A(t)x(t)+B(t)u(t)

((t,x(t),u(t))=C(t)x(t)+D(t)u(t)

ovvero (STC):

x’(t)=A(t)x(t)+B(t)u(t)

y(t)=C(t)x(t)+D(t)u(t)

ovvero (STD):

x(t+1)=A(t)x(t)+B(t)u(t)

y(t)=C(t)x(t)+D(t)u(t)

Considerando il caso più generale di un STC lineare ad m ingressi, n stati e p uscite le precedenti equazioni possono esplicitarsi nel seguente sistema di equazioni:

Equazioni di stato:

x1’(t)=a11(t)x1(t)+a12(t)x2(t)+…+a1n(t)xn(t)+b11(t)u1(t)+ b12(t)u2(t)+…+b1m(t)um(t)

x2’(t)=a12(t)x1(t)+a22(t)x2(t)+…+a2n(t)xn(t)+b21(t)u1(t)+ b22(t)u2(t)+…+b2m(t)um(t)

 ...    ....................................................................

xn’(t)=an1(t)x1(t)+an2(t)x2(t)+…+ann(t)xn(t)+bn1(t)u1(t)+ bn2(t)u2(t)+…+bnm(t)um(t)

Equazioni di uscita:

y1(t)=c11(t)x1(t)+c12(t)x2(t)+…+c1n(t)xn(t)+d11(t)u1(t)+d12(t)u2(t)+…+d1m(t)um(t)

y2(t)=c21(t)x1(t)+c22(t)x2(t)+…+c2n(t)xn(t)+d21(t)u1(t)+d22(t)u2(t)+…+d2m(t)um(t)

...    ....................................................................

yp(t)=cp1(t)x1(t)+cp2(t)x2(t)+…+cpn(t)xn(t)+dp1(t)u1(t)+dp2(t)u2(t)+…+dpm(t)um(t)

Passando alla notazione matriciale restano definiti i seguenti vettori:

Vettore di Stato

Vettore di Ingresso

Vettore di Uscita


      |x1(t)|


  |u1(t)|



  |y1(t)|


      |x2(t)|


  |u2(t)|


       |y2(t)|

 X(t)= |...  |

 U(t)= |...  |


 Y(t)= |...  |


      |xn(t)|


  |um(t)|



  |ym(t)|

e le seguenti matrici:

 A(t)nxn  Matrice di Stato

 B(t)nxm  

 



|a11(t)  a12(t)   ...  a1n(t)|
|b11(t)    b12(t)   ...  b1m(t)|

|a12(t)  a22(t)   ...  a2n(t)|
|b21(t)    b22(t)   ...  b2m(t)|

|...    ...    ...  ...   |
|...     ...    ...  ...
  |

|an1(t)  an2(t)   ...  ann(t)|
|bn1(t)    bn2(t)   ...  bnm(t)|

 C(t)pxn




 D(t)pxm
|c11(t)  c12(t)   ...  c1n(t)|
|d11(t)    d12(t)   ...  d1m(t)|

|c12(t)  c22(t)   ...  c2n(t)|
|d21(t)    d22(t)   ...  d2m(t)|

|...   ...     ...  ...   |
|...     ...    ...  ...
  |

|cp1(t)  cp2(t)   ...  cpn(t)|
|dp1(t)    dp2(t)   ...  dpm(t)|

Possiamo dunque scrivere le equazioni del modello di stato per un generico sistema lineare con la notazione matriciale seguente (rappresentazione implicita):

X’(t)=A(t)X(t)+B(t)U(t)

Y(t)=C(t)X(t)+D(t)U(t)

La matrice quadrata di ordine n, A(t), chiamata Matrice di Stato, costituita dai coefficienti delle variabili di stato presenti nelle equazioni di stato, gioca un ruolo importante (come vedremo tra breve) nello studio dei sistemi lineari, in particolare l’ordine n di tale matrice esprime l’ordine del sistema.

Le espressioni matriciali del modello di stato, nel caso generale, consentono di dare una rappresentazione grafica del sistema lineare tramite uno schema a blocchi (vedasi slide Sistemi09), in cui viene maggiormente evidenziato il ruolo delle matrici del sistema (si confronti tale schema con l’analogo, dato nella slide Sistemi04 per i sistemi dinamici deterministici, in cui invece compare la funzione di stato ( e la funzione di uscita ().

Sistemi Lineari Invarianti Propri

(ad 1 ingresso, 1 uscita, n stati)

Lo studio dei sistemi lineari si rivela particolarmente importante in quanto tale classe di sistemi può essere rappresentativa di una vasta categoria di casi interessanti; inoltre, in molte situazioni i sistemi non lineari possono essere ricondotti, tramite opportuni procedimenti di linearizzazione, allo studio di sistemi lineari.

Sotto opportune ipotesi (p.es., tempi di osservazione del sistema trascurabili rispetto ai tempi di variazione dei parametri) anche lo studio dei sistemi varianti (nei quali cioè i coefficienti A(t), B(t), C(t), D(t), quindi i parametri del sistema, dipendono dal tempo) è riconducibile all’analisi di sistemi costanti o invarianti (p.es., ricorrendo a tecniche di calcolo approssimato o studiando il comportamento del sistema per campi limitati delle sue grandezze caratteristiche).

Una sottoclasse di sistemi lineari, la quale peraltro risulta rappresentativa per gran parte delle situazioni reali di più comune interesse, è quella dei Sistemi Lineari Invarianti Propri.

Ipotizzare che un sistema lineare sia invariante significa considerare i suoi coefficienti indipendenti dal tempo (ipotesi plausibile per i circuiti che più ci interessano), di conseguenza indicheremo tali coefficienti con gli scalari A, B, C, D.

Ipotizzare che un sistema lineare sia proprio significa considerare che, come già osservato, l’uscita non può dipendere istantaneamente dall’ingresso (ipotesi accettabile per i circuiti che più ci interessano), di conseguenza il coefficiente D deve essere nullo (si osservi che D è l’unico coefficiente non nullo nella rappresentazione di sistemi combinatori).

In base alle ipotesi poste, la rappresentazione differenziale (o implicita) di un sistema lineare invariante proprio è data, secondo le definizioni introdotte, dal modello di stato:

X’(t)=AX(t)+BU(t)

Y(t)=CX(t)

mentre per i STD si hanno le espressioni equivalenti:

X(t+1)=AX(t)+BU(t)

Y(t)=CX(t)

Nel caso più semplice (sistemi lineari invarianti propri del primo ordine, cioè ad 1 ingresso, 1 uscita, 1 variabile di stato) i coefficienti della combinazione lineare si riducono a delle costanti e la rappresentazione implicita assume la forma:

x’(t)=ax(t)+bu(t)

y(t)=cx(t)

Il caso più interessante è dato da sistemi ad 1 ingresso, 1 uscita ed n variabili di stato; l’interesse verso tale tipo di sistema è dovuto principalmente a 2 motivi:

· spesso i sistemi reali possono essere rappresentati tramite tale modello;

· sistemi a più ingressi e più uscite ai quali sia applicabile il principio di sovrapposizione degli effetti (vedi appresso) possono essere ricondotti a tale modello.

Considerando dunque un STC lineare invariante proprio ad 1 ingresso, 1 uscita ed n variabili di stato, percui le matrici B e C si riducono risp. ad un vettore colonna e ad un vettore riga di dimensione n, il modello di stato è espresso dalle seguenti equazioni:

x1’(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + ... + a1nxn(t) + b1u(t)

x2’(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + ... + a2nxn(t) + b2u(t)

 ...    ...............................

xn’(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + ... + annxn(t) + bnu(t)

y(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + ... + cnxn(t)

che in notazione matriciale assume la forma:

|x1’(t)|
|a11
a12
...
a1n|
   |x1(t)|
   |b1 |

|x2’(t)|
|a21
a22
...
a2n|
   |x2(t)|
   |b2 |

| ...
 | =
|..
..
...
.. |
* |...  | + |.. | u(t)

|xn’(t)|
|an1
an2
...
ann|
   |xn(t)|
   |bn |








  |x1(t)|








  |x2(t)|

y(t) =
|c1
c2
...
cn|
* |...  |








  |xn(t)|

La soluzione generale, quindi la rappresentazione esplicita, del modello di stato dato da equazioni del tipo:

X’(t)=AX(t)+BU(t)

Y(t)=CX(t)

note le condizioni iniziali X(0), è:

                   t
X(t)=X(0)eAt + (eA(t-()Bu(()d(
               0

                t
Y(t)=CX(0)eAt + (CeA(t-()Bu(()d(
                0
L’andamento nel tempo della funzione X(t) si dice Movimento dello stato, quello di Y(t) Movimento dell’uscita.

Le soluzioni trovate ci dicono che il movimento dipende in entrambi i casi dalla somma di due termini:

· il primo termine, dipendente solo dalle condizioni iniziali (stato iniziale) ed indipendente dall’ingresso, si dice Movimento libero (risposta libera o a ingresso zero, equivalente a considerare isolato il sistema dall’esterno, quindi ingressi nulli, sicchè la sua risposta avviene solo a spese della sua energia interna);

· il secondo termine, dipendente solo dalla funzione di ingresso ed indipendente dallo stato iniziale, si dice Movimento Forzato (risposta forzata o a stato zero, equivalente a considerare nulla l’energia interna del sistema, sicchè la sua risposta avviene solo a spese dell’energia fornita dall’esterno tramite gli ingressi).

Il movimento complessivo del sistema è dunque dato dalla somma del movimento libero e di quello forzato (riuscendo valido il principio di sovrapposizione degli effetti nei sistemi lineari come il presente).

Questa proprietà dei sistemi lineari viene chiamata proprietà di decomposizione, tale proprietà significa che la funzione di stato ( può essere decomposta nella somma di 2 funzioni lineari risp. di x(t0) e u[t0,t), le quali rappresentano le risposte del sistema (nello stato):

((t,t0,x(t0),u[t0,t))=((t,t0,x(t0),0[t0,t))+( (t,t0,0,u[t0,t))

                     risposta in evoluzione libera  risp. in evoluz. forzata
Analoghe considerazioni valgono per la funzione di uscita (, infatti possiamo scrivere:

y(t) = ((t,x(t),u(t)) = ((t, ((t,t0,x(t0),u[t0,t)),u(t))

relazione che sviluppata fornisce le risposte del sistema in evoluzione libera e forzata (nell’uscita), nonchè la rappresentazione del sistema col modello ingresso-uscita.

Dall’analisi dei 2 movimenti si può dunque studiare il comportamento del sistema, in particolare la sua Stabilità (studio delle variazioni dello stato) e la sua Controllabilità (studio delle variazioni dell’uscita).

Controllabilità. A livello intuitivo: se il movimento libero, al crescere del tempo, risulta trascurabile rispetto a quello forzato allora il sistema sarà da ritenersi influenzato dall’ingresso, di conseguenza, tramite un’opportuna scelta dell’ingresso (che giocherà il ruolo di una variabile di controllo), si potrà controllare l’evoluzione del sistema, quindi anche l’uscita, sicchè il sistema risulterà controllabile.

Stabilità. A livello intuitivo: se il movimento libero dello stato risulta limitato per ogni valore dello stato iniziale (o tende a 0 per ogni X(0) al tendere di t all’infinito) allora il sistema sarà da ritenersi stabile (o asintoticamente stabile); in altri termini, possiamo ritenere un sistema stabile se il suo comportamento rispetto a perturbazioni sullo stato iniziale o sull’ingresso non è tale da produrre un’evoluzione del sistema che si "allontani" dalla situazione dinamica corrispondente all’assenza di perturbazioni (per lo studio della stabilità riveste particolare importanza l’analisi dei coefficienti della matrice di stato A).

Nella realtà, la variazione delle uscite di un sistema non è mai simultanea con la variazione degli ingressi, ciò per diversi motivi, legati al fatto che i segnali (energia) necessitano di un tempo finito non nullo per propagarsi e dipendenti dall’inerzia del sistema, in base alle sue caratteristiche strutturali, a modificare il proprio stato in relazione alle sollecitazioni esterne.

Tale comportamento dei sistemi reali, indipendente dagli ingressi e dipendente dalle caratteristiche dei sistemi, viene analizzato introducendo un parametro temporale, legato alla velocità di risposta di un sistema rispetto alle variazioni delle sollecitazioni esterne, chiamato Costante di Tempo e generalmente indicato con (.

Nello studiare l’evoluzione di un sistema si possono pertanto distinguere 2 tipi di stati:

Stati di Transitorio: stato in cui il sistema, sottoposto ad un determinato ingresso a partire da un dato stato in un dato istante, sta evolvendo verso una situazione di stabilità e l’uscita non è stabile (le sollecitazioni esterne non hanno compiutamente prodotto i loro effetti nel tempo).

Stati di Regime: stato in cui il sistema ha completato la propria evoluzione e l’uscita è stabile.

Naturalmente, il comportamento transitorio del sistema è analizzabile se esso è osservato sulla base di scansioni temporali inferiori alla costante di tempo.

Tipicamente, la dipendenza temporale dell’uscita dall’ingresso e dallo stato richiede un tempo dell’ordine di 5( per raggiungere il regime.

Applicando ora la trasformata di Laplace al modello di stato considerato si ottiene:






L[X’(t)]= L[AX(t)+BU(t)]






L[Y(t)]= L[CX(t)]






sX(s)-X(0)=AX(s)+BU(s)






Y(s)=CX(s)






sX(s)-AX(s)=BU(s)+X(0)






X(s)(sIn-A)=BU(s)+X(0)





  (In=matrice identità di ordine n)




X(s)=(sIn-A)-1BU(s)+(sIn-A)-1X(0)





Y(s)=[C(sIn-A)-1B]U(s) + [C(sIn-A)-1]X(0)

in cui si vede che Y(s) è data dalla somma di due termini: il primo indicante una dipendenza dall’ingresso ed il secondo una dipendenza dalle condizioni iniziali.

Posto che le condizioni iniziali siano tutte nulle (ipotesi plausibile nei sistemi fisici), percui X(0) è identicamente nullo, allora il legame ingresso uscita nel dominio trasformato (dominio della frequenza) è dato dall’espressione:

Y(s)=[C(sIn-A)-1B]U(s)

Siccome la Funzione di Trasferimento H(s) è definita come rapporto H(s)=Y(s)/U(s) allora si ha:

H(s)=C(sIn-A)-1B

A parole: la funzione di trasferimento di un sistema lineare (del tipo in esame) è una funzione H(s) di variabile complessa s data dal rapporto Y(s)/U(s) delle variabili di uscita Y(t) e di ingresso U(t) nel dominio trasformato quando il sistema è in condizioni iniziali nulle.

H(s) dipende solo dai parametri caratteristici del sistema (coefficienti della matrice di stato A e dei vettori B e C), perciò è una funzione tipica per il sistema ed individuabile in base a tali parametri, indipendentemente dall’ingresso.

Noti pertanto i parametri caratteristici di un sistema e l’ingresso U(s) nel dominio trasformato è individuata la funzione di uscita Y(s) nel dominio trasformato:

Y(s)=H(s)U(s).

Si può dimostrare che, nel caso in esame, la rappresentazione di stato di un sistema lineare di ordine n è equivalente alla rappresentazione ingresso-uscita (in forma locale) data dalle equazioni (lineari) seguenti (risp. per STC e STD):

Modello ingresso-uscita

y(t)=a1y’(t)+a2y(2)(t)+…+any(n)(t)+b0u(t)+b1u’(t)+…+bnu(n)(t)

y(t)=a1y(t-1)+a2y(t-2)+…+any(t-n)+b0u(t)+b1u(t-1)+…+bnu(t-n)

che possono essere scritte in forma compatta:

     n           n
y(t)=(aiy(t-i)+ (biu(t-i)

     i=1         i=0
      n           n
y(t)= (aiy(i)(t)+ (biu(i)(t)

      i=1         i=0
(nel caso generale si otterrebbero sistemi di equazioni).

In tali equazioni l’uscita al tempo t è espressa come combinazione lineare delle uscite e degli ingressi precedenti (per STD) o delle loro derivate (per STC).

L’ordine del sistema è dato dal max ritardo della equazione (o del sistema di equazioni) alle differenze (per STD) o dal max ordine di derivazione della equazione (o del sistema di equazioni) differenziale (per STC).

La linearità delle equazioni deriva dall’assenza in esse di derivate o funzioni elevate a potenze superiori alla prima o di loro prodotti (si noti l’accostamento ritardo/derivata).

Nota: H(s) si può determinare pure dalla rappresentazione ingresso-uscita del sistema, applicando la trasformata di Laplace all’equazione differenziale che lo descrive e ponendo nulle le condizioni iniziali.

Facciamo ora il punto della situazione per chiudere questo primo approccio alla teoria dei sistemi (lineari invarianti propri ad 1 ingresso, 1 uscita, n variabili di stato).

Modello di Stato (forma implicita)

X’(t)=AX(t)+BU(t)

Y(t)=CX(t)

Modello di Stato (forma esplicita)

                   t
X(t)=X(0)eAt + (eA(t-()Bu(()d(
               0

                t
Y(t)=CX(0)eAt + (CeA(t-()Bu(()d(
                0
Funzione di Trasferimento

H(s)=C(sIn-A)-1B

Uscita trasformata

Y(s)=H(s)U(s)

Modello ingresso-uscita (equazione differenziale)

y(t)=a1y’(t)+a2y(2)(t)+…+any(n)(t)+b0u(t)+b1u’(t)+…+bnu(n)(t)

Abbiamo dunque, per quanto svolto fino a questo punto, indicazioni circa le seguenti strade da seguire per lo studio dei sistemi:

· Basarsi sul modello ingresso-uscita e risolvere l’equazione differenziale che rappresenta il sistema (studio analitico nel dominio del tempo);

· Basarsi sul modello di stato e risolvere il sistema costituito dalle equazioni di stato e di uscita (previa individuazione delle variabili di stato);

· Basarsi sui metodi trasformazionali (studio nel dominio della variabile complessa s=(+j(, in pratica nel dominio della frequenza), utilizzando la L-trasformata e la funzione di trasferimento (quindi le antitrasformazioni);

· Basarsi su metodi di studio qualitativo dei sistemi (i quali poggiano su quelli trasformazionali, sull’analisi della funzione di trasferimento, sull’indagine condotta tramite la matrice di stato, ecc.). 

Linearità e Sovrapposizione degli Effetti

Sotto determinate ipotesi, un problema complesso può essere trattato come una somma di problemi semplici; tale situazione può configurarsi qualora esista una relazione tra causa ed effetto (in termini sistemici tra ingressi o sollecitazioni ed uscite o risposte agenti su di un sistema) percui la causa possa pensarsi scomposta in una serie di cause elementari le quali, applicate separatamente al sistema, producano altrettanti effetti la cui sommatoria equivalga all’effetto globale che si avrebbe sul sistema se ad esso si applicasse la causa originaria nella sua globalità (vedasi slide Sistemi09).

Nelle condizioni in cui riesca valido quanto detto si dice che per quel sistema vale il principio di sovrapposizione degli effetti, enunciabile nel modo seguente.

Principio di Sovrapposizione degli Effetti

Dato un sistema, l’effetto complessivo dovuto a più cause indipendenti simultanee è equivalente alla somma degli effetti relativi alle singole cause considerate separatamente.

Il principio di sovrapposizione degli effetti risulta verificato per i sistemi lineari, si può anzi affermare che i concetti di linearità e di sovrapposizione degli effetti si equivalgono.

Infatti, dalla definizione di linearità segue che:

se

un ingresso u1(t)

produce un’uscita y1(t)
e

un ingresso u2(t)

produce un’uscita y2(t)
allora

l’ingresso k1u1(t)+k2u2(t)
produce l’uscita k1y1(t)+k2y2(t)
(per ogni funzione u1(t), u2(t) e per ogni costante k1, k2)

proprietà da cui discende, per l’appunto, la sovrapposizione degli effetti.

In base al principio di sovrapposizione degli effetti i sistemi lineari a più ingressi e più uscite possono dunque essere ricondotti allo studio di sistemi lineari ad 1 ingresso ed 1 uscita, e viceversa.

La possibilità di applicare tale principio in diversi contesti consente di semplificare in modo considerevole lo studio analitico e sintetico dei sistemi, sia a livello teorico che sperimentale.

Esempio

Sia dato un sistema descritto dalla seguente equazione:

y(t)=5u1(t)+2u2(t)

ove:

u1(t)=t; u2(t)=t2

si riconosce facilmente che il sistema è lineare (invariante a 2 ingressi ed 1 uscita), in quanto rappresentato da una semplice equazione algebrica lineare:

y(t)=5t+2t2
verifichiamo che vale (come c’è da aspettarsi) il principio di sovrapposizione degli effetti:

posto: u1(t)=t e u2(t)=0


si ha:

y(t)=y1(t)=5t

posto: u1(t)=0 e u2(t)=t2

si ha:

y(t)=y2(t)=2t2
posto: u1(t)=t e u2(t)=t2

si ha:

y(t)=5t+2t2
risulta: y1(t)+y2(t)=5t+2t2=y(t)
c.v.d.
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