dati(2)

elementi di teoria dei grafi

Sia N = (N1,N2,...,Nk( un insieme (finito non vuoto) di elementi che chiameremo Nodi o vertici; gli elementi di N potranno rappresentare (oggetti( di qualunque natura e, ove possibile, saranno raffigurati tramite punti o cerchi nel piano, eventualmente muniti di etichetta di identificazione.

Sia R un’applicazione multivoca (cioè del tipo (uno-molti() di N in N, ovvero una relazione R:N ( N che associa ad ogni nodo di N un insieme (eventualmente vuoto) di nodi di N (R appare come una relazione di (collegamento( tra nodi).

Esempio 1: se N è un insieme di persone e R la relazione di parentela (è fratello di( allora RNi (1(i(k) individua l’insieme vuoto ( (la persona Ni non ha fratelli in N) oppure il sottoinsieme N’ di N (N’(N) i cui elementi sono i fratelli di Ni.

Siano Ni e Nj due nodi di N percui RNi=Nj (Nj(RNi) cioè tali che tra loro esista la relazione R (che in tal caso è riguardabile come relazione binaria): la coppia di nodi di N (più precisamente del prodotto cartesiano NxN) data da (Ni,Nj) tale che NiRNj si dice allora Arco; ove possibile, un arco sarà raffigurato tramite una linea continua congiungente i 2 nodi posti in relazione (arco (incidente( sui 2 nodi).

Sia A=(a1,a2,...an) l’insieme degli archi determinati dalla relazione R in N; A, in quanto insieme di coppie di nodi tali che NiRNj, rappresenta estensivamente R ed è evidentemente un sottoinsieme di NxN, A(NxN.

Se le coppie di nodi (Ni,Nj) sono soggette ad una relazione d’ordine, percui (Ni,Nj) e (Nj,Ni) rappresentano coppie diverse, allora le notazioni NiRNj e NjRNi individuano archi distinti (in generale Nj(RNi ( Ni(RNj), in tal caso occorrerà munire gli archi di una freccia, per esprimere l’ordinamento delle coppie in relazione, cioè degli archi, tramite un verso.

Esempio 2: nell’esempio 1 la relazione data è evidentemente simmetrica, percui NiRNj ( NjRNi; se tale relazione è invece espressa da (è padre di( allora si ha una relazione d’ordine (parziale) in N (che è una relazione antisimmetrica), percui assume significato la distinzione, per ogni coppia di persone, del primo termine e del secondo (che se sono in relazione allora non ci sono più invertendosi).  

Ciò posto, si dice Grafo la coppia G = (N, R( o G = (N,A(.

Nota: introducendo opportune ipotesi (restrittive) su G si possono definire strutture più semplici, talune delle quali si rivelano particolarmente idonee per rappresentare le principali strutture astratte di dati utilizzate in informatica (alberi).

La slide DATI09 rappresenta un esempio di grafo.

Diamo, in modo non rigoroso, alcune definizioni sui grafi.

Grafo Orientato: grafo in cui gli archi rappresentano relazioni tra coppie ordinate di nodi, percui si può parlare di nodo (predecessore( e nodo (successore( e di arco orientato, cioè (uscente( dal predecessore ed (entrante( nel successore (munito di freccia in tale verso).

Grafo Completo: grafo in cui ogni coppia di nodi ammette almeno un arco.

Multigrafo o Digrafo: grafo in cui una stessa coppia di nodi ammette più archi; se per ogni coppia di nodi il numero di archi incidenti è ( p allora si parla di p-grafo.

Grafo Pesato: grafo in cui si associa ad ogni arco un (peso(, cioè una misura quantitativa della relazione considerata tra i nodi.

Esempio 3: se N è un insieme di persone e R la relazioe (è parente di( allora, in qualità di pesi, si potrebbero apporre degli indici sugli archi per esprimere il grado di parentela dei nodi collegati.

Esempio 4: una piantina stradale potrebbe essere un esempio di multigrafo pesato misto (cioè orientato ma solo in parte), ove:

· i nodi sono località;

· gli archi sono strade di collegamento tra località;

· i pesi sono distanze stradali;

· le frecce (o altri simboli opportuni) potrebbero rappresentare versi di percorrenza delle strade, cioè strade a senso unico.

Tale grafo sarà normalmente incompleto, poichè non tutte le località saranno collegate a coppie in modo diretto.

Nodi Adiacenti: 2 nodi si dicono adiacenti se esiste almeno un arco che li collega; in caso contrario si parla di nodi isolati.

Archi Adiacenti: 2 archi si dicono adiacenti se hanno almeno un nodo in comune (cioè se incidono entrambi almeno su un nodo).

Archi Paralleli: 2 archi si dicono paralleli se incidono sulla stessa coppia di nodi.

Cammino o percorso: successione di archi adiacenti; il numero di archi descritti dalla successione (uguale al numero di nodi diminuito di 1) si dice lunghezza del cammino.

Circuito: un cammino finito tra due nodi Ni,Ni+1,...,Nf tale che Ni(Nf (cammino chiuso).

Grado di un Nodo: numero g di archi incidenti sul nodo. Nei grafi orientati occorre distinguere tra Grado in Ingresso g- (numero di archi entranti nel nodo o incidenti negativamente) e Grado in Uscita g+ (numero di archi uscenti dal nodo o incidenti positivamente); evidentemente è: g = g+ + g-.

Nota: spesso, per maggior chiarezza, i termini Cammino e Circuito fanno riferimento ai grafi orientati mentre per grafi non orientati si sostituiscono risp. coi termini di Catena e Ciclo. Inoltre, si dice Cammino Semplice un cammino che non utilizza mai 2 volte lo stesso arco; Cammino Elementare un cammino che non passa mai 2 volte per lo stesso nodo; Circuito Elementare un circuito in cui tutti i nodi sono distinti (eccetto il primo e l’ultimo che coincidono); Cappio (laccio, spira) un circuito composto di un solo nodo ed 1 solo arco (p.es. uno stato di equilibrio nel diagramma di transizione degli stati di un automa).

Grafo Semplice: grafo che non contiene archi paralleli.

Grafo Connesso: grafo tale che per ogni coppia di nodi (distinti) esiste almeno un percorso che li congiunge (nei grafi orientati il percorso va considerato orientato, in tal caso se vale la suddetta proprietà si parla di Grafo Fortemente Connesso).

Grafo Regolare di grado g: grafo in cui tutti i nodi hanno lo stesso grado g (se il grafo è orientato occorre distinguere tra grado in ingresso ed in uscita).

Grafo Simmetrico: grafo tale che:





((Ni,Nj): (Ni,Nj)(A ( (Nj,Ni)(A

(ogni coppia di nodi è collegata nei 2 sensi da 2 archi; in caso contrario si parla di grafo antisimmetrico).

Grafo Planare: grafo rappresentabile su di un piano, in modo che i nodi siano punti distinti e gli archi curve semplici che si incontrino solo ai loro estremi.

Esempio 5: una piantina stradale potrebbe essere un grafo:

· non semplice: se sono possibili più collegamenti (archi) tra (almeno) 2 stesse località (nodi), com’è spesso;

· connesso: se ogni località è raggiungibile tramite strade (magari (estendendo( il significato di strada), com’è in generale;

· non regolare: se ad ogni località fanno capo, com’è in generale, strade in numero diverso;

· simmetrico: se per ciascuna coppia di località esiste sia una strada in un senso che un’altra nel senso opposto (o, qualora trattasi di grafi non orientati, semplicemente una strada);

· non planare: la rappresentazione della piantina nel piano prevederà infatti, di norma, intersezioni tra archi in punti non estremali (incroci intermedi tra vie).

Nota: si dice Cammino Hamiltoniano un cammino che passa 1 ed 1 sola volta per ogni nodo di un grafo; si dice Catena Euleriana una catena in cui ogni arco tra 2 nodi distinti vi figura 1 ed 1 sola volta (catena disegnabile con continuità senza ripassare sullo stesso tratto).

La teoria dei grafi consente di rappresentare e risolvere una vastissima gamma di problemi, a seconda degli (oggetti( che vengono associati ai nodi e delle relazioni che si definiscono tra tali oggetti; tanto per esempio, citiamo qualche area di interesse di tale teoria:

- Problematiche urbanistiche, stradali, ferroviaree e aeree;

- Organizzazioni aziendali e organigrammi;

- Reti elettriche ed idriche, circuiti meccanici;

- Strutture chimiche;

- Classificazioni nel campo della botanica e della zoologia;

- Relazioni di parentela e di discendenza;

- Rappresentazione degli stati di automi e di processi;

- Flussi di informazioni nei sistemi informativi o umani;

- Regole di assemblaggio di sistemi tecnici;

- Realizzazione di Data Bases;

- Impaginazione di testi;

- Diagrammazione logica;

- Tecniche PERT (Programme Evaluation and Revue Tecnique);

- Simulazione;

- Regole di taluni giochi.

A seconda del contesto, i risultati teorici della teoria dei grafi (ricerca di cammini minimi, problematiche di attraversamento, determinazione di accoppiamenti massimi, ecc.) si tradurranno in risultati applicabili al campo di indagine (determinazione di percorsi, incroci, tempi, costi, flussi, movimenti minimi o massimi, ecc.).

rappresentazione dei grafi

Matrice di Adiacenza o di Connessione

Se G ha n nodi si costruisce una matrice quadrata M(n,n) in cui l’elemento generico m(i,j) è così definito:

- m(i,j) = 1
se esiste l’arco (Ni,Nj);

- m(i,j) = 0
se non esiste l’arco (Ni,Nj).

Questa rappresentazione richiede nxn=n2 posizioni di memoria per la memorizzazione della matrice, la quale è simmetrica nel caso di grafi non orientati.

Quale esempio utilizzeremo il grafo considerato in precedenza.

	M(5,5)
	N1
	N2
	N3
	N4
	N5

	N1
	0
	1
	0
	1
	0

	N2
	0
	0
	1
	1
	1

	N3
	1
	1
	0
	1
	0

	N4
	0
	0
	0
	1
	0

	N5
	0
	1
	0
	0
	0


Lista di Adiacenze

Si costruisce una lista in cui per ogni nodo vengono elencati i relativi nodi adiacenti.

Questa rappresentazione richiede n+a posizioni di memoria ed evidenzia direttamente la relazione R in N.

N1: N2,N4
N2: N3,N4,N5
N3: N1,N2,N4
N4: N4
N5: N2
Matrice di Incidenza

Se G ha n nodi ed a archi si costruisce un matrice rettangolare M(n,a) in cui l’elemento generico m(i,j) è così definito:

Grafi non orientati:

- m(i,j) = 0
se l’arco j non incide sul nodo i;

- m(i,j) = 1
se l’arco j incide sul nodo i.

Grafi orientati:

- m(i,j) = 0
se l’arco j non incide sul nodo i;

- m(i,j) = 1
se l’arco j incide positivamente sul nodo i





(arco j uscente dal nodo i).

- m(i,j) = -1
se l’arco j incide negativamente sul nodo i





(arco j entrante nel nodo i).

Questa rappresentazione richiede nxa posizioni di memoria per la memorizzazione della matrice, in ogni colonna della quale si hanno esattamente 2 elementi non nulli se il grafo non ha Cappi (corrispondenti ai due nodi terminali di ciascun arco; nel caso siano presenti cappi si avrebbe un solo elemento non nullo, indicato con x nell’esempio).

	M(5,10)
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	a9
	a10

	N1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	1
	0

	N2
	-1
	1
	-1
	1
	-1
	1
	0
	0
	0
	0

	N3
	0
	0
	0
	-1
	1
	0
	0
	1
	0
	1

	N4
	0
	0
	0
	0
	0
	-1
	x
	0
	-1
	-1

	N5
	0
	-1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0


aLBERI

Si dice Albero (tree) un grafo finito connesso senza cicli con almeno 2 nodi.

Se G è un grafo di ordine n>1 allora le seguenti definizioni di albero sono equivalenti:

· G è connesso e senza cicli;

· G è senza cicli ed ha n-1 spigoli (archi o rami);

· G è connesso ed ha n-1 spigoli;

· G è senza cicli ed aggiungendo uno spigolo tra 2 nodi non adiacenti si crea 1 ed 1 solo ciclo;

· G è connesso e sopprimendo uno spigolo qualunque non lo è più;

· G è tale che ogni coppia di nodi è collegata da 1 ed 1 sola catena.

Si dice Albero Orientato un grafo orientato senza circuiti in cui esiste un unico nodo senza padri o predecessori (g-=0) chiamato Radice (root) e tutti gli altri nodi hanno un solo predecessore (g-=1) ed un numero variabile di figli o successori (grado di uscita g+ variabile); un nodo senza successori (senza figli o discendenti, percui g+=0) si dice nodo terminale o Foglia (leaf).

Un albero orientato è dunque una struttura gerarchica così caratterizzata:

· Esiste 1 (solo) nodo senza padri (radice o root);

· Esistono nodi senza figli (foglie o leaf);

· In ogni nodo (root escluso) arriva 1 solo arco o ramo;

· Ogni nodo è raggiungibile dalla radice con un cammino;

· Ogni coppia di nodi ammette un unico cammino;

· Da un nodo non terminale è sempre possibile raggiungere almeno una foglia;

· Se l’albero ha n nodi allora si hanno n-1 archi.

Nota: un albero appare come caso particolare di p-grafo (1-grafo) e la generalizzazione di tale struttura conduce al concetto di Foresta (insieme di alberi disgiunti, p.es. ottenibile da un albero sopprimendo la radice), considerando o no le proprietà di connessione. Si noti l’uso di analogie, di immediata comprensione e naturalmente estensibile (p.es. considerando fratelli i nodi figli dello stesso padre e così via) e la circostanza che l’albero è considerato (rovesciato(.

Un esempio di albero orientato è dato nella slide DATI10 (vedasi la Rappresentazione Standard).

La struttura di albero orientato consente di distinguere i livelli dei nodi e l’esistenza di sottoalberi.

Per Livello di un Nodo si intende il numero nodi attraversati da un cammino che va dalla root a quel nodo (equivalentemente: numero di rami da percorrere per raggiungere il nodo a partire dalla root o numero di tutti i predecessori del nodo; si osservi che nel nostro caso la root è posta al livello 0, spesso si conviene però di porla al livello 1); considerato un livello n possiamo pensare tutti i nodi a quel livello come ad una famiglia di livello, sicchè si potrà parlare di successori di famiglia e di successori di livello (nodi di livello n+1).

Per Sottoalbero si intende l’insieme di nodi che si ottiene considerando un nodo (non terminale) e tutti i suoi discendenti, il nodo considerato si dice radice del sottoalbero; evidentemente, un albero può essere riguardato come un insieme di sottoalberi di ciascun nodo, cioè come insieme di sottoinsiemi disgiunti di nodi raggiungibili da altrettante radici di sottoalberi, tale caratteristica evidenzia (per successivi (annidamenti( di sottoalberi) la possibilità di definire in modo ricorsivo la struttura di albero.

Definizione ricorsiva di albero

Un albero è un insieme finito di n(1 nodi tale che:

· Esiste un nodo particolare (senza predecessori) chiamato root;

· I restanti nodi (se esistono) sono ripartiti in k(0 insiemi disgiunti S1,S2,...,Sk chiamati Sottoalberi (della root) ciascuno dei quali è a sua volta un albero.

Diamo le seguenti definizioni sugli alberi:

Albero Ordinato: albero in ciascun livello del quale i nodo si intendono ordinati secondo una data relazione d’ordine.

Grado di un Nodo: numero di sottoalberi del nodo.

Grado di un Albero: grado del nodo dell’albero di grado max.

Altezza o Profondità di un Albero: max livello raggiungibile nell’albero (max numero di nodi attraversabili da un cammino).

rappresentazioni degli alberi

Gli alberi si possono rappresentare in vari modi, ciascuno dei quali tende a porre in maggior risalto peculiari aspetti della struttura; in particolare, si hanno le rappresentazioni come dagli schemi della slide DATI10.

Rappresentazione standard: evidenzia in modo comodo ed immediato la struttura gerarchica e relazionale dell’albero (le frecce potrebbero essere omesse senza causare ambiguità, poichè gli archi si intendono orientati dall’alto verso il basso).

Diagrammi di Eulero-Venn: pongono maggiormente in risalto la struttura di annidamento dell’albero, evidenziandone la decomposizione in tutti i suoi sottoalberi.

Diagrammi a livelli e indentazioni: schematizzano l’albero in modo da fornirne una visione per incollonnamento; tale rappresentazione, che può basarsi anche solo sull’indentazione delle etichette rappresentanti i nodi, riesce particolarmente utile nella programmazione strutturata.

Rappresentazione a parentesi: questo metodo, molto utile in informatica, consente di rappresentare un albero (che è una struttura bidimensionale) tramite un’espressione lineare (cioè unidimensionale), eventualmente munita di indici di livello; la rappresentazione può ottenersi in vari modi (come vedremo tra breve), a seconda della logica adottata per effettuare la scansione di tutti i nodi dell’albero (associando coppie di parentesi corrispondenti a nodi, livelli o sottoalberi; nell’esempio di figura si (visitano( tutti i sottoalberi, a partire dalla radice, in ordine anticipato, cioè prima la radice poi i nodi subordinati, procedendo da sinistra verso destra): la logica adottata si riflette sull’espressione ricavata, dalla quale, inversamente, si potrà risalire alla struttura dell’albero. Si noti che, unendo idealmente le parentesi per coppie corrispondenti, da tale rappresentazione si ottiene quella di Eulero-Venn.

visita di un albero

Per Visita (o attraversamento completo) di un albero si intende l’accesso (per qualche scopo) a tutti i suoi nodi, secondo un certo metodo e senza ripassare per alcuno di essi; siccome un attraversamento produce una successione lineare di nodi, sarà opportuno descriverlo tramite la rappresentazione a parentesi.

Nel seguito, è preso ad esempio l’albero della slide DATI10.

Visita per Livelli (top-down)

È il metodo di attraversamento più semplice: partendo dalla radice si esaminano tutti i nodi livello per livello da sinistra a destra; si ottiene la successione:

(A((B)(C)(D))((E)(F)(G)(H)(I)(J))((K)(L)))
Visita in Ordine Anticipato

(cammino dei prefissi, preorder o depth-first)

Si basa sulla seguente procedura (ricorsiva):

· visita la root dell’albero;

· se esistono sottoalberi allora visitali da sinistra a destra ciascuno in ordine anticipato (cioè anticipando i sottoalberi: ogni nodo è esaminato prima dei nodi costituenti i suoi sottoalberi).

Si ottiene la successione (riportata in figura):

(A(B(E)(F))(C(G))(D(H)(I(K)(L))(J)))
Visita in Ordine Differito

(cammino dei suffissi, postorder o bottom-up)

Si basa sulla seguente procedura (ricorsiva):

· se esistono sottoalberi allora visitali da sinistra a destra in ordine differito (ogni nodo segue i nodi dei suoi sottoalberi);

· visita la root dell’albero;

Si ottiene la successione:

(((E)(F)B)(G(C))(((K)(L)I)(H)(J)D)A)
***

Prima di illustrare con qualche esempio l’importanza delle strutture ad albero facciamo 2 osservazioni:

1. Strutture tridimensionali (3D) o superiori, rappresentate con alberi, possono essere opportunamente ridotte a (equivalenti) rappresentazioni bidimensionali (l’aumento dimensionale si riflette in aumento dell’altezza dell’albero).

2. Ponendo in corrispondenza (biunivoca) i nodi di un albero con gli elementi di una struttura informativa l’ordinamento dell’albero può essere utilizzato per definire operazioni e relazioni concernenti la struttura informativa.

Come premessa al prossimo paragrafo, giova inoltre anticipare che le strutture ad albero di maggior interesse per l’informatica sono gli Alberi Binari, ciò per 2 ragioni principali:

1. Ogni albero (ordinato) è rappresentabile tramite un (equivalente) albero binario;

2. Gli alberi binari sono più facilmente implementabili.

aLBERI binari

Si dice Albero Binario un albero in cui ogni nodo ammette al più 2 sottoalberi, chiamati sottoalbero sinistro e sottoalbero destro (la coppia di sottoalberi è intesa ordinata, pertanto la loro distinzione va mantenuta anche se uno dei due manca).

 Introducendo la nozione astratta di albero binario vuoto (albero senza nodi) si può dare la seguente:

Definizione ricorsiva di albero binario

Un albero binario è un insieme finito di nodi tale che o è l’albero binario vuoto oppure:

· un nodo è la root;

· i restanti nodi sono ripartiti ordinatamente in 2 sottoinsiemi disgiunti (sottoalbero sinistro e sottoalbero destro) ciascuno dei quali è a sua volta un albero binario.

Per gli alberi binari (si vedano gli esempi della slide DATI11) si possono considerare altri metodi di visita, in aggiunta a quelli già visti per gli alberi generali, uno dei più importanti dei quali è il seguente:

Visita in ordine binario simmetrico (inorder)

Si basa sulla seguente procedura (ricorsiva):

· visita in ordine binario simmetrico il sottoalbero sinistro;

· visita la root;

· visita in ordine binario simmetrico il sottoalbero destro.

Come avevamo anticipato, un albero generale (sia AG) può essere rappresentato tramite un albero binario equivalente (sia AB).

Con riferimento agli esempi, illustriamo tale equivalenza osservando che in essa:

· Gli insiemi di nodi di AB e AG coincidono;

· Le root di AB e AG coincidono;

· Ogni nodo N di AG corrisponde in AB ad un nodo che rappresenta la radice di un sottoalbero sinistro se N è un primo successore di livello in AG (primo figlio, da sinistra verso destra) o la radice del sottoalbero destro se N è un primo successore di famiglia in AG (nodo successivo nella stessa famiglia di livello, da sinistra verso destra);

· AB non ha il sottoalbero destro (la root di AG non ha evidentemente successori di famiglia; se invece di un albero si considerasse una foresta tale caratteristica non sarebbe più verificata);

· Le visite in preorder e postorder di AG sono equivalenti (cioè producono le stesse successioni di nodi) risp. alle visite binarie in preorder ed inorder di AB.

Diamo ora alcune definizioni sugli alberi binari (non si hanno precisi standards per tali definizioni).

Albero Binario Bilanciato: albero binario in cui le altezze di ogni sottoalbero sinistro e destro differiscono al più di uno (bilanciamento in altezza; tali alberi si chiamano anche alberi AVL, dagli ideatori Adelson-Velskii-Landis).

Albero Binario Perfettamente Bilanciato: albero binario in cui tutte le foglie sono allo stesso livello; in un albero siffatto tutti i nodi intermedi hanno esattamente 2 figli e se h è l’altezza dell’albero allora, posto h=0 per la root, l’albero ha:

- 2(h+1)-1
nodi;

- 2h 

foglie;

- 2l 

nodi in ogni livello l (0(l(h).

Definizione alternativa: albero binario in cui per ogni nodo esiste un sottoalbero sinistro ed un sottoalbero destro tali che il numero di nodi differisce al più di uno.

Evidentemente un albero perfettamente bilanciato è bilanciato, il viceversa non è però generalmente vero.

Un albero bilanciato viene indicato con la sigla B-tree (Balanced-tree).

Un albero in cui ogni nodo, escluse le foglie, ha un sottoalbero vuoto si dice Albero Degenere.

Albero Binario di Ricerca (ABR): albero binario di chiavi (di tipo t, per il quale possa definirsi una relazione d’ordine totale) tale che:

· Il sottoalbero sinistro contiene solo chiavi minori della root ed è a sua volta un ABR;

· Il sottoalbero destro contiene solo chiavi maggiori della root ed è a sua volta un ABR.

Si noti che la definizione è ricorsiva, perciò si riflette su ogni sottoalbero della struttura.

Le proprietà più importanti di un ABR sono le seguenti:

· La visita in ordine simmetrico di un ABR produce le sue chiavi secondo la relazione di ordinamento in esse definita;

· Un ABR consente di effettuare ricerche molto simili alla ricerca dicotomica (purchè l’ABR risulti essere bilanciato).

Altre strutture ad albero, in particolare per l’organizzazione di archivi, saranno esaminate nel seguito.

esempi

Esempio 1

Rappresentazione di espressioni matematiche tramite alberi.

Premessa

In matematica una classe di operazioni fondamentali è quella costituita dalle operazioni binarie, indicate tramite i comuni operatori: +, -, *, /.

Un’operazione binaria in un insiene I è una legge che associa ad ogni coppia ordinata (x,y) di elementi di I un elemento z di I, che possiamo considerare il (composto( di x e y secondo la legge di (composizione( data.

Un’operazione binaria può essere riguardata come una relazione o una corrispondenza in I, la quale gode di determinate proprietà; p.es. dati 2 interi x e y l’addizione è un’operazione commutativa (x+y=y+x, l’ordinamento è ininfluente) e (chiusa( rispetto al suo dominio (l’elemento composto z=x+y è sempre un intero) mentre la divisione non è ne commutativa (in generale a/b(b/a, l’ordinamento è influente) ne chiusa (in generale il composto a/b sarà un numero razionale).

Indicando con B un generico operatore binario, si possono utilizzare 3 notazioni per rappresentare un’operazione binaria, a seconda di come si dispongono i suoi 3 elementi: Operando1 (x), Operando2 (y), Operatore (R):

Denominazione

Notazione

Esempio

Infissa (tradizionale)
xBy


x+y

Prefissa


B(x,y)

+(x,y)  o  +xy

Postfissa


(x,y)B

(x,y)+  o  xy+

Le espressioni matematiche possono essere rappresentate tramite alberi (ed è intuitivo pensare ad alberi binari) associando:

- le foglie agli operandi;

- i nodi intermedi agli operatori;

effettuando tale associazione in modo da porre le operazioni più interne delle espressioni (in funzione delle parentesi) più vicine alle foglie dell’albero e rispettare l’usuale ordine di valutazione degli operandi (da sinistra verso destra, in funzione della gerarchia degli operatori), i diversi metodi di visita dell’albero restituiscono espressioni che conservano le regole dell’algebra elementare, espresse in una delle 3 notazioni suddette.

Nella slide DATI12 sono rappresentate tramite alberi binari le 3 espressioni matematiche:

[(a+b)*c]+[(a-b)/(a+b)]

[a*b+log(1+c)]*k

y=a*x+(1-b*c)/(2*d)

Le espressioni che si ottengono visitando l’albero secondo i diversi metodi, applicando ricorsivamente la relativa notazione per ogni operando, evidenziano l’ordine di esecuzione delle operazioni a prescindere dalle parentesi e dalla gerarchia degli operatori.

Esempio 2

Rappresentazione di matrici tramite alberi.

Le matrici possono essere rappresentate tramite alberi (generali, eventualmente riconducibili ad alberi binari equivalenti) associando i nodi ai subscritti in modo tale che:

· le foglie corrispondano agli elementi;

· i nodi intermedi siano raggruppati per famiglie di livello l (sottoalberi che partono da un livello l, nodi della stessa famiglia di livello l) corrispondente al subscritto l-mo della matrice e ciascuno abbia figli in numero pari alla cardinalità del subscritto successivo (la root, posta a livello 0, avrà un numero di figli pari al valore del primo subscritto della matrice);

· la numerazione dei nodi avvenga dall’alto verso il basso aggiungendo un indice per ogni livello successivo e, all’interno delle famiglie, da sinistra verso destra nel relativo indice (sicchè dalla conoscenza dell’albero sia possibile ricostruire la matrice).

Lo slide DATI13 fornisce una rappresentazione ad albero della matrice tridimensionale:

M[2][3][2]

Si noti che:

· la rappresentazione ad albero consente di passare ad una rappresentazione di tipo bidimensionale;

· il livello 1 rappresenta i (due) piani della matrice;

· il livello 2 rappresenta le (tre) righe della matrice;

· il livello 3 (foglie) rappresenta gli (n=2*3*2=12) elementi della matrice;

· il numero di indici della matrice si riflette sull’altezza (o profondità) dell’albero (che sarà pari al numero degli indici).

Esempio 3

Rappresentazione di procedure enumerative numeriche o logiche (giochi, strategie, combinazioni, ecc.) tramite alberi.

La slide DATI13 raffigura alberi che rappresentano:

· La regola fondamentale del calcolo combinatorio (per n1=2, n2=3, n3=2; p.es. per calcolare il numero di targhe distinte che si possono realizzare con, nell’ordine: una cifra binaria, la terna di caratteri (x,y,z), una cifra binaria; l’albero ha n=2*3*2 foglie).

· I possibili modi di risolvere un gioco a (testa/croce( fra 2 giocatori A e B per il giocatore A, ove per semplicità:

- posta iniziale di A = 5;

- posta iniziale di B = 15;

- numero di giocate ammesse = 5;

- rischio per ogni giocata = posta iniziale di A.

Si noti che l’albero (necessariamente binario) può considerarsi un grafo pesato (ad ogni arco può banalmente associarsi peso (5) ed evidenzia con immediatezza la soluzione migliore (e peggiore) per A (si hanno 11 possibili modi di risolvere il gioco per A, dei quali 3 prima delle 5 giocate).

implementazioni di grafi ed alberi

grafi

L’allocazione di grafi in memoria può effettuarsi memorizzandone la Matrice di Adiacenza o la Matrice di Incidenza (con il relativo svantaggio di dover gestire matrici in memoria ed il relativo vantaggio di poter interpretare il grafo tramite relazioni matriciali), oppure utilizzando la Lista di Adiacenze rappresentandola in memoria tramite una struttura a Plesso o a Lista Multipla (una struttura a plesso può essere decomposta in strutture più semplici).

Le principali problematiche inerenti i grafi, quindi la determinazione della struttura concreta di dati più efficiente per la loro memorizzazione, derivano dal fatto che i loro nodi ammettono un numero variabile di successori (e di predecessori), con la conseguenza che in sede di implementazione sarà necessario ricorrere a strutture dinamiche di dati, prevedenti un numero variabile di puntatori in modo da poter rappresentare le molteplici correlazioni tra 2 o più nodi.

Una soluzione basata sull’utilizzazione di strutture a lista (quindi sulla lista di adiacenze), allo scopo di poter gestire elementi dotati dello stesso formato, potrebbe essere la seguente, nella quale si impiegano 2 elementi di tipo diverso, diciamo di Tipo 1 e di Tipo 2:

· Elementi di Tipo 1:

sono elementi che descrivono i nodi del grafo, il cui formato prevede 2 campi:

· INF(N): informazione associata al nodo N (tale (campo( è in genere strutturato, p.es. un record);

· PTR(ListPtr(N)): puntatore agli elementi di Tipo 2;

· Elementi di Tipo 2:

sono elementi che consentono di accedere ai successori del nodo N: tali elementi, per ogni nodo, sono tanti quanti sono i successori del nodo e vengono organizzati a lista concatenata, il loro formato prevede 2 campi di tipo puntatore:

· PTR(Nsucc): puntatore ad uno dei nodi successori di N (nel grafo);

· PTR(Lsucc): puntatore all’elemento successivo nella lista concatenata (di puntatori) associata al nodo N.

In altri termini, PTR(ListPTR(N)) è il puntatore alla lista dei puntatori che rappresentano (tramite PTR(Nsucc)) i collegamenti del nodo N coi suoi successori nel grafo.

Come si può osservare (si vedano le esemplificazioni della slide DATI14), questo tipo di implementazione, che è evidentemente a lista multipla, può utilizzare due strutture informative ciascuna dotata dello stesso formato.

alberi

La rappresentazione più semplice di alberi generali si ricava dalla Rappresentazione a Parentesi, che genera una struttura di tipo sequenziale; per ovvie questioni di efficienza e di funzionalità (riguardanti problematiche tipiche sugli alberi: visite, inserimenti, correlazioni, ecc.), l’implementazione di alberi deve fare ricorso a strutture di puntamento ed a schemi elaborativi di tipo ricorsivo.

Anche per gli alberi l’implementazione a Lista Multipla si rivela particolarmente adatta, allo scopo si potrebbe seguire una soluzione analoga a quella precedentemente vista per i grafi, la quale risulterà semplificata applicata agli alberi (ove ogno nodo ammette al più un predecessore).

L’implementazione, a partire dalla root, può seguire uno schema ricorsivo collegando a catena i sottoalberi in modo da generare liste di liste (liste multiple) di figli dello stesso padre tramite puntatori, la struttura informativa necessaria all’implementazione dovrà pertanto prevedere 3 campi:

· INF(N): informazione associata al nodo; 

· PTRsl(N): puntatore al nodo del primo sottoalbero di N (nodo del sottoalbero sinistro, primo figlio o successore di livello di N: si generano le catene dei discendenti per gerarchia puntando al (primogenito();

· PTRsf(N): puntatore al nodo del successivo (stesso livello) sottoalbero di N (nodo successore di famiglia dello stesso padre: si generano le catene dei fratelli dello stesso padre).

Per un’esemplificazione si veda la slide DATI14.

alberi binari

L’implementazione di alberi binari tramite strutture a lista, come caso particolare di alberi (si ricordi inoltre che un albero generale è riconducibile ad un albero binario equivalente), si ottiene facilmente strutturando il nodo secondo il seguente formato:

· INF(N): informazione associata al nodo; 

· PTRs(N): puntatore al nodo del sottoalbero sinistro di N;

· PTRd(N): puntatore al nodo del sottoalbero destro di N.

(se PTRs(N)=PTRd(N)=NULL allora N è una foglia).

Tenendo poi presente che per gli alberi binari si ammette l’esistenza dell’albero vuoto, lo schema ricorsivo può essere applicato anche alla root.

Per gli esempi si veda la slide DATI15 (si noti che l’albero binario del primo esempio è l’equivalente dell’albero generale considerato nell’esempio precedente, pertanto le relative implementazioni a lista multipla coincidono).
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